
動的境界条件下のCahn–Hilliard方程式に対する
多段線形化構造保存スキーム

奥村真善美
甲南大学知能情報学部知能情報学科
神戸市東灘区岡本 8-9-1, 658-8501

（受理日 2023年 11月 27日）

概要
動的 (あるいは力学的)境界条件と呼ばれる,未知関数の時間微分をその条件内に含む境界条件

を課した Cahn–Hilliard方程式に対し,離散変分導関数法に基づく線形の構造保存スキームを提案
する. 非線形問題に対する離散変分導関数法スキームは通常非線形となり,計算コストが高いとい
う欠点があるが,本論文では,スキームの線形化手法である多段線形化を併用し,線形の離散変分導
関数法スキームを構成する. さらに,そのスキームの理論解析として,提案スキームの安定性,可解
性を証明する. また,数値例を通じ,提案スキームの有効性を示す.

キーワード: Cahn–Hilliard方程式, 動的境界条件, 構造保存数値解法, 離散変分導関数法, 多段線
形化

1 はじめに
Lを正定数とし, Ω := (0, L)とする. 以下の動的境界条件下の Cahn–Hilliard方程式 [1]を考える:

∂tu = ∂2
xp in Ω× (0,∞), (1)

p = −γ∂2
xu+ F ′(u) in Ω× (0,∞), (2)

∂tu(0, t) = ∂xu(x, t)|x=0 in (0,∞), (3)

∂tu(L, t) = − ∂xu(x, t)|x=L in (0,∞), (4)

∂xp(x, t)|x=0 = ∂xp(x, t)|x=L = 0 in (0,∞). (5)

ただし, u : [0, L]× [0,∞) → Rと p : [0, L]× [0,∞) → Rはそれぞれ,秩序変数と化学ポテンシャルで
ある. さらに, γ > 0であり, F ′はポテンシャル F の導関数である. 本研究では,ポテンシャル F をダ
ブルウェルポテンシャル F (s) := (q/4)s4 − (r/2)s2とする. ただし, q > 0, r > 0である. ここで, (3),
(4)は動的 (あるいは力学的)境界条件と呼ばれる境界条件で, 未知関数の時間微分をその条件内に含
む境界条件となっている. この動的境界条件は領域内部と境界の相互作用を表現するために導入され
た境界条件で,境界上でも力学系を考慮している. Dirichlet境界条件, Neumann境界条件, Robin境界
条件といった,代表的な境界条件と異なり,領域内部の力学系と同時に境界上でも同種,あるいは異種
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の力学系を考えることができる動的境界条件は近年,純粋数学・数値計算・工学の様々な分野で注目
を集めている. なお, (3), (4)は例えば,よくかき混ぜられた液体あるいは蒸気からの溶質の拡散を記述
している (例えば, [2]を参照されたい).

今,この方程式を特徴づける量として,質量M ,局所エネルギーG,全エネルギー J を以下のように
定める.

M(u) :=

∫ L

0
udx, (6)

G(u, ∂xu) :=
γ

2
|∂xu|2 + F (u),

J(u) :=

∫ L

0
G(u, ∂xu)dx. (7)

このとき,以下が成立する.

性質 1.1 (エネルギー散逸則). (1)–(5)の解 uに対し,以下の不等式が成り立つ.

d

dt
J(u(t)) = −γ |∂tu(0, t)|2 − γ |∂tu(L, t)|2 −

∫ L

0
|∂xp(x, t)|2 dx ≤ 0. (8)

性質 1.2 (質量保存則). (1)–(5)の解 uに対し,以下の等式が成り立つ.

d

dt
M(u(t)) = 0. (9)

本論文では, (1)–(5)に対し, 構造保存数値解法の 1つである, Furihata, Matsuoらによって提唱され
た離散変分導関数法 (DVDM)[3]に基づく,線形の有限差分構造保存スキームを提案する. 本論文にお
ける “構造保存”とは, スキームが (8)のような散逸則, あるいは (9)のような保存則といった, 元の方
程式がもつ構造を引き継ぐ (保存する)ことを指す. [4], [5]において Yoshikawaが言及している通り,
構造を保存することで,安定な計算が可能になる,エネルギー法などの元々の方程式に対して用いられ
る様々な手法をスキームに対しても同様に適用できるなどの利点がある. 実際, Yoshikawaらはエネル
ギー法を離散変分導関数法スキームに適用し,そのスキームの可解性 (解の存在と一意性)や誤差評価
といった理論解析の結果を得ている (例えば [4]–[10]を参照されたい). 一方で,非線形問題に対し,離
散変分導関数法を適用すると,通常,非線形陰的の構造保存スキームが得られ,計算コストが高い. そ
こで, Furihata, Matsuoらは構造保存かつ高速なスキームを得るために,非動的境界条件下の問題に対
してではあるが,離散変分導関数法スキームの非線形性を弱める手法として,多段化 (あるいは多段線
形化)という手法を開発した (例えば [3], [11]–[16]を見よ). 本研究の目的は,動的境界条件下の問題へ
多段線形化を拡張し, 動的境界条件の場合でも高速な構造保存スキームを構成することである. まず
はその一手目として, 本論文では空間 1次元の場合で, 比較的シンプルな動的境界条件を課した問題
(1)–(5)に対し,多段線形化構造保存スキームを構成する.

ここで, (1)–(5)に対する先行研究を述べる. 数学的な観点としては, (1)–(5)に適当な初期条件を付与
した初期値境界値問題が幅広く研究されている [17]–[30]. まず,ポテンシャル F が F (s) = (q/4)s4 −
(r/2)s2 の場合に, Rackeと Zheng [29]が大域的可解性を, Prüssら [28]が Lp-最大正則性やグローバ
ル・アトラクタの存在に関する結果を得ている. また, Wuと Zheng [30]や Chillら [18]によって,時
刻無限大としたときの解の平衡点への収束が議論されている. そして, ポテンシャルがより一般の設
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定の下で,可解性,解の正則性,グローバル・アトラクタの存在,定常状態への収束,最適制御の様々な
結果が近年得られている [17], [19]–[22], [24]–[27]. ここで,これらの論文では,初期値境界値問題を空
間多次元の場合で考えており,動的境界条件 (3)–(4)は,境界で拡散の役割を果たすラプラス–ベルトラ
ミ作用素を含むことに注意したい (我々の問題設定は空間 1次元のため,この項は現れない).

数値解析的な観点としては,動的境界条件下の Cahn–Hilliard方程式 (1)–(5)に対する数値計算の研
究はいくつかある (例えば, [6], [17], [31]–[34]を見よ). [31, 32]では, Cherfilsらや Israelらが空間 2, 3
次元の場合に問題を有限要素空間で半離散近似し,その誤差評価の結果を得るとともに,時間方向の離
散化に後退 Euler法を用いた全離散スキームの無条件安定性と,その解の定常状態への収束を示した.
その他の数値的な結果については [17]も参照されたい. また, Nabetは空間 2次元の場合の問題に対し,
有限体積法による興味深い解析の結果を得ており, [33]ではその有限体積スキームの数値解の収束を
示している. さらに, Nabetは [34]において, H1-ノルムの意味でその収束のオーダーが 1次であるとい
う誤差評価の結果も得ている. ここまで述べてきたように,動的境界条件を伴う Cahn–Hilliard方程式
の数値解析は近年注目を集めているが,有限差分法による結果はごくわずかしかない. ここで,前述の
数値解析の先行研究におけるスキームはエネルギー散逸則を不等式 (d/dt)J(u(t)) ≤ 0の意味で離散
的に再現しているものの, (8)の第 1の等式のようなエネルギー等式まで厳密に再現しているものはほ
とんどない. 実際, [31, 32]のスキームから離散エネルギー等式を導出すると,連続の元の問題では生じ
ない項がその等式内に現れてしまう. これに関連して, [33]では離散エネルギー等式が得られているが,
このエネルギー等式においても連続の場合には現れない項が生じている (詳細は [33, Proposition 3.3]
を見よ). これに対し, Fukaoら [6]は離散変分導関数法を用いて,空間 1次元の問題 (1)–(5)に対して,
(8)のエネルギー等式を離散的に再現する有限差分構造保存スキームを構成した. しかしながら, Fukao
らのスキームは境界の外向き単位法線方向微分の近似に,前進差分を用いており,その結果, Fukaoら
のスキームは空間に関して 1次の精度となっていた.

離散変分導関数法では, 方程式を特徴づけるエネルギーをどのように離散化するかが重要となる.
我々はこれまでに,そのエネルギーの離散化を従来のものから改良し,部分積分の離散版に相当する,
適切な部分和分公式を新たに導出し,それを用いて境界の外向き単位法線方向微分を (標準の)1階中
心差分で近似した構造保存スキームを構成した [7]. この結果は空間 1次元の結果ではあるが,その提
案スキームは,深尾らのスキームと同様に,離散的な意味で (8)の第 1の等式 (エネルギー等式)を厳密
に再現しており,また,精度としては空間的にも時間的にも 2次であることを厳密に証明した. さらに,
我々は (8)のエネルギー等式を離散的に再現する, 別の構造保存スキームも構成している [35]. また,
[3, Scheme 4.1]にもあるように,空間領域が矩形領域で直交格子の場合,我々のスキーム構成法は比較
的容易に空間多次元の場合に拡張できる. 実際,我々はこれまでに空間 2次元の場合に,今回対象とす
る動的境界条件とは別の動的境界条件下の Cahn–Hilliard方程式に対し,離散変分導関数法に基づく構
造保存スキームを構成し,理論解析の結果として,そのスキームの可解性の結果を得ている [36].

ここで,前述の研究において構成した構造保存スキームは非線形スキームとなっている. そのため,
実際の計算では非線形連立方程式を時間ステップを進めるごとに解く必要があり, Newton法などの反
復解法を用いる必要があることから,計算コストが高い. そこで,前述のように, Furihata, Matsuoらは
非動的境界条件下の問題に対し, 多段化 (あるいは多段線形化)という手法を開発した. まず, Matsuo
と Furihata[15]は複素数値非線形偏微分方程式に対して, スキームの時間ステップを追加することで
線形陰的な構造保存スキームを構築し, さらに, Furihataは [11]で非線形波動方程式に対して陽的な
構造保存スキームを構成した. また, Matsuo[14]は, 2階の偏微分方程式を 1階の偏微分方程式の系と
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して捉え直し, 離散変分導関数法を用いて離散化することにより, 2階の偏微分方程式に対する陰的
構造保存スキームと陽的構造保存スキームを構築している. さらに, [12]では Neumann境界条件下の
Cahn–Hilliard方程式, [13]では周期境界条件下の正則化された長波方程式に対して,線形陰的構造保存
スキームの結果が得られている. そして, FurihataやMatsuoらによる同様のフレームワークがDahlby
とOwrenによっても開発されている [37]. また, Matsuo, Furihata[16]や Satoら [38]が勾配系やDuffing
方程式に対する散逸多段階線形陰的スキームの漸近挙動を解析した結果を得ている. ここで, 我々は
Kosugiらと共同で,多段線形化を応用し,弾性体の伸縮運動を記述する,ある非線形常微分方程式系に
対する陽的な構造保存スキームを構成している [39]. 本論文ではこの多段線形化を応用し, (1)–(5)に
対する新しい多段線形化構造保存スキームを提案する.

その他の関連する研究として, Cahn–Hilliard方程式に別の動的境界条件を課した問題に対する数値
解析的研究としては [6], [40]–[47]がある. また,動的境界条件下の別の方程式に対する構造保存スキー
ムの結果としては [8], [48]がある.

本論文の残りの構成は次の通りである. 第 2節では, (8)と (9)を離散的に再現する, (1)–(5)に対する
線形の構造保存スキームを提案する. 第 3節では,提案スキームの安定性を示し,第 4節では,提案ス
キームの可解性を示す. 第 5節では,提案スキームの有効性を実証する数値例を示す.

2 多段線形化構造保存スキーム
本節では多段線形化のアイデア [3, Chapter 6]と (1)–(5)に対する構造保存スキーム構成法 [7]を組
み合わせ, 2つの性質 (8), (9)を離散的に再現する,線形の構造保存スキームを提案する.

2.1 準備

K ∈ Nとし, ∆x := L/Kとする. また, ∆tを時間分割幅とする. k = −1, 0, . . . ,K,K+1, n = 0, 1, . . .

に対し, u(k∆x, n∆t)に対応する数値解を U
(n)
k とする. さらに,

U (n) :=
(
U

(n)
−1 , U

(n)
0 , . . . , U

(n)
K , U

(n)
K+1

)⊤

または
U (n) :=

(
U

(n)
0 , . . . , U

(n)
K

)⊤

とする. U (n)がどちらを意味するかは文脈により判断せよ. なお,上付き添字の (n)は混乱がなければ
省略する.

定義 2.1. 添え字 kに関する,前進差分作用素 δ+k ,後退差分作用素 δ−k , 1階中心差分作用素 δ
⟨1⟩
k , 2階中

心差分作用素 δ
⟨2⟩
k をそれぞれ以下の通り定義する: 任意の {fk}K+1

k=−1 ∈ RK+3に対し,

δ+k fk :=
fk+1 − fk

∆x
, δ−k fk :=

fk − fk−1

∆x
,

δ
⟨1⟩
k fk :=

fk+1 − fk−1

2∆x
, δ

⟨2⟩
k fk :=

fk+1 − 2fk + fk−1

(∆x)2
(k = 0, 1, . . . ,K).

4

定義 2.2. s = 0, 1とする. 台形則に基づく和分作用素∑K
k=0

′′ : RK+1+2s → Rを以下によって定義す
る: 任意の {fk}K+s

k=−s ∈ RK+1+2sに対し,

K∑
k=0

′′fk :=
1

2
f0 +

K−1∑
k=1

fk +
1

2
fK .

Gの離散化G±
d : RK+3×RK+3 → Rを今回はそれぞれ以下のように採用する: 任意のU ,V ∈ RK+3

に対し,

G+
d,k(U ,V ) :=

γ

2

(
δ+k Uk

)2
+

(
δ+k Vk

)2
2

+
q

4
U2
kV

2
k − r

2
UkVk (k = 0, . . . ,K),

G−
d,k(U ,V ) :=

γ

2

(
δ−k Uk

)2
+

(
δ−k Vk

)2
2

+
q

4
U2
kV

2
k − r

2
UkVk (k = 0, . . . ,K).

次に, (7)の離散版 Jd : RK+3 × RK+3 → Rを以下のように定義する: 任意のU ,V ∈ RK+3に対し,

Jd(U ,V ) :=
1

2

{
K−1∑
k=0

G+
d,k(U ,V )∆x+

K∑
k=1

G−
d,k(U ,V )∆x

}
.

注意 1. 多段線形化の基本的な考え方は, スキーム内に含まれる時間ステップ数を余剰に加えること
で,最新時間ステップの数値解に対する非線形性を弱めるというものである. 離散変分導関数法スキー
ムの多段線形化のアイデアは, (多段化していない)元々の離散エネルギー Gd(U

(n))に含まれる時間
ステップ数を増やし,スキームに非線形性をもたらしている多項式を分解する形で,上記のようにエネ
ルギーを離散化することにある. あとは通常の離散変分導関数法と同様にして, Jd(U (n+1),U (n))の離
散変分を計算することで,ほぼ自動的に線形の構造保存スキームが導出される.

そして, s = 0, 1に対し, (6)の離散版Md : RK+1+2s → Rを以下のように定義する: 任意の U ∈
RK+1+2sに対し,

Md(U) :=

K∑
k=0

′′Uk∆x.

ここで,離散変分導関数法 [3]のアイデアに従って, (1)–(5)に対する構造保存スキームを導出するため,
Jdの離散変分 Jd(U) − Jd(V ) (U ,V ∈ RK+3)を計算する. そのために以下の補題を用いる. 下記の
補題の証明は直接計算により得られるため省略する.

補題 2.3. 任意の {fk}Kk=0 ∈ RK+1に対し,

1

2

(
K−1∑
k=0

fk∆x+

K∑
k=1

fk∆x

)
=

K∑
k=0

′′fk∆x.

補題 2.4 (部分和分公式). 任意の {fk}K+1
k=−1, {gk}

K+1
k=−1 ∈ RK+3に対し,

K−1∑
k=0

(
δ+k fk

) (
δ+k gk

)
∆x = −

K∑
k=0

′′
(
δ
⟨2⟩
k fk

)
gk∆x+

[(
δ
⟨1⟩
k fk

)
gk

]K
0
.

5
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定義 2.2. s = 0, 1とする. 台形則に基づく和分作用素∑K
k=0

′′ : RK+1+2s → Rを以下によって定義す
る: 任意の {fk}K+s

k=−s ∈ RK+1+2sに対し,

K∑
k=0

′′fk :=
1

2
f0 +

K−1∑
k=1

fk +
1

2
fK .

Gの離散化G±
d : RK+3×RK+3 → Rを今回はそれぞれ以下のように採用する: 任意のU ,V ∈ RK+3

に対し,

G+
d,k(U ,V ) :=

γ

2

(
δ+k Uk

)2
+

(
δ+k Vk

)2
2

+
q

4
U2
kV

2
k − r

2
UkVk (k = 0, . . . ,K),

G−
d,k(U ,V ) :=

γ

2

(
δ−k Uk

)2
+

(
δ−k Vk

)2
2

+
q

4
U2
kV

2
k − r

2
UkVk (k = 0, . . . ,K).

次に, (7)の離散版 Jd : RK+3 × RK+3 → Rを以下のように定義する: 任意のU ,V ∈ RK+3に対し,

Jd(U ,V ) :=
1

2

{
K−1∑
k=0

G+
d,k(U ,V )∆x+

K∑
k=1

G−
d,k(U ,V )∆x

}
.

注意 1. 多段線形化の基本的な考え方は, スキーム内に含まれる時間ステップ数を余剰に加えること
で,最新時間ステップの数値解に対する非線形性を弱めるというものである. 離散変分導関数法スキー
ムの多段線形化のアイデアは, (多段化していない)元々の離散エネルギー Gd(U

(n))に含まれる時間
ステップ数を増やし,スキームに非線形性をもたらしている多項式を分解する形で,上記のようにエネ
ルギーを離散化することにある. あとは通常の離散変分導関数法と同様にして, Jd(U (n+1),U (n))の離
散変分を計算することで,ほぼ自動的に線形の構造保存スキームが導出される.

そして, s = 0, 1に対し, (6)の離散版Md : RK+1+2s → Rを以下のように定義する: 任意の U ∈
RK+1+2sに対し,

Md(U) :=

K∑
k=0

′′Uk∆x.

ここで,離散変分導関数法 [3]のアイデアに従って, (1)–(5)に対する構造保存スキームを導出するため,
Jdの離散変分 Jd(U) − Jd(V ) (U ,V ∈ RK+3)を計算する. そのために以下の補題を用いる. 下記の
補題の証明は直接計算により得られるため省略する.

補題 2.3. 任意の {fk}Kk=0 ∈ RK+1に対し,

1

2

(
K−1∑
k=0

fk∆x+

K∑
k=1

fk∆x

)
=

K∑
k=0

′′fk∆x.

補題 2.4 (部分和分公式). 任意の {fk}K+1
k=−1, {gk}

K+1
k=−1 ∈ RK+3に対し,

K−1∑
k=0

(
δ+k fk

) (
δ+k gk

)
∆x = −

K∑
k=0

′′
(
δ
⟨2⟩
k fk

)
gk∆x+

[(
δ
⟨1⟩
k fk

)
gk

]K
0
.
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先ほど定義した Jdに対して,補題 2.3を用いると,以下が成り立つ:

補題 2.5. 任意のU ,V ∈ RK+3に対し,

Jd(U ,V ) =
K−1∑
k=0

γ

2

(
δ+k Uk

)2
+

(
δ+k Vk

)2
2

∆x+
K∑
k=0

′′
(q
4
U2
kV

2
k − r

2
UkVk

)
∆x.

そして,補題 2.4 (部分和分公式),補題 2.5により以下を得る:

補題 2.6. 任意のU ,V ,W ∈ RK+3に対し,

Jd(U ,V )− Jd(V ,W ) =
K∑
k=0

′′
{
−γδ

⟨2⟩
k

(
Uk +Wk

2

)
+ q

(
Uk +Wk

2

)
V 2
k − rVk

}
Uk −Wk

2
∆x

+

[{
γδ

⟨1⟩
k

(
Uk +Wk

2

)}
Uk −Wk

2

]K
0

. (10)

注意 2. この等式 (10)は性質 2.7 (離散エネルギー散逸則)に必要不可欠な等式である.

2.2 多段線形化構造保存スキーム

数値スキームを以下のように提案する: n ∈ Nに対して,

U
(n+1)
k − U

(n−1)
k

2∆t
= δ

⟨2⟩
k P

(n+1)
k (k = 0, . . . ,K), (11)

P
(n+1)
k = −γδ

⟨2⟩
k

(
U

(n+1)
k + U

(n−1)
k

2

)
+ q

(
U

(n+1)
k + U

(n−1)
k

2

)(
U

(n)
k

)2
− rU

(n)
k (k = 0, . . . ,K),

(12)

U
(n+1)
0 − U

(n−1)
0

2∆t
= (−1)

k
K δ

⟨1⟩
k

(
U

(n+1)
k + U

(n−1)
k

2

)
(k = 0,K), (13)

δ
⟨1⟩
k P

(n+1)
k = 0 (k = 0,K). (14)

注意 3. 上記スキームは未知の時間ステップU (n+1)に関して線形陰的なスキームとなっており,従来
の非線形構造保存スキーム [7]と比べて計算量が少ない. ただし,このスキームは多段スキームとなっ
ており, U (n+1)を求めるのにU (n)とU (n−1)の 2つの時間ステップが必要となる. そのため,初期値
としてU (0)の他にU (1)も必要となり,例えば別のスキームを使ってU (1)を得るなど, U (1)の決定は
別の方法が必要となることに注意.

[7, Theorem 2.5]と同様にして, (10), (11)–(14)と補題 2.4 (部分和分公式)を用いると,上記スキーム
はエネルギー散逸則 (8)の離散版に対応する,下記の性質を満たす:

6

性質 2.7 (離散エネルギー散逸則). (11)–(14)の解U (n) = {U (n)
k }K+1

k=−1 ∈ RK+3 (n = 0, 1, . . .)は以下の
不等式を満たす:

Jd
(
U (n+1),U (n)

)
− Jd

(
U (n),U (n−1)

)
∆t

= −γ

∣∣∣∣∣
U

(n+1)
0 − U

(n−1)
0

2∆t

∣∣∣∣∣
2

− γ

∣∣∣∣∣
U

(n+1)
K − U

(n−1)
K

2∆t

∣∣∣∣∣
2

−
K−1∑
k=0

∣∣∣δ+k P (n+1)
k

∣∣∣
2
∆x ≤ 0 (n ∈ N).

さらに, [7, Theorem 2.6]と同様にして, (11), (14)と補題 2.4 (部分和分公式)を用いると,上記スキー
ムは質量保存則 (8)の離散版に対応する,下記の性質も満たす:

性質 2.8 (離散質量保存則). (11)–(14)の解U (n) = {U (n)
k }Kk=0 ∈ RK+1 (n = 0, 1, . . .)は以下の等式を

満たす: n = 0, 1, . . .に対し,

Md(U
(n)) =



Md(U

(0)) (nが偶数),

Md(U
(1)) (nが奇数).

3 提案スキームの安定性
本節ではもし提案スキームが (数値)解をもつならば,その (数値)解が決して発散しないという意味
での安定性を提案スキームがもつことを示す.

定義 3.1. 任意の f = {fk}Kk=0 ∈ RK+1に対し, f の離散 L∞-ノルム ∥f∥L∞
d
を

∥f∥L∞
d

:= max
0≤k≤K

|fk|

によって定義する.

定義 3.2. 任意の f = {fk}Kk=0 ∈ RK+1に対し, f の離散 Dirichletセミノルム ∥Df∥を

∥Df∥ :=

√√√√K−1∑
k=0

|δ+k fk|2∆x

によって定義する. ただし, Df := {δ+k fk}
K−1
k=0 ∈ RK である.

補題 3.3. (11)–(14)の解U (n) ∈ RK+1 (n = 0, 1, . . .)の解は以下の不等式を満たす.

∥∥∥DU (n)
∥∥∥
2
≤ 4

γ

(
Jd

(
U (1),U (0)

)
+

r2L

4q

)
(n = 0, 1, . . .). (15)
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性質 2.7 (離散エネルギー散逸則). (11)–(14)の解U (n) = {U (n)
k }K+1

k=−1 ∈ RK+3 (n = 0, 1, . . .)は以下の
不等式を満たす:

Jd
(
U (n+1),U (n)

)
− Jd

(
U (n),U (n−1)

)
∆t

= −γ

∣∣∣∣∣
U

(n+1)
0 − U

(n−1)
0

2∆t

∣∣∣∣∣
2

− γ

∣∣∣∣∣
U

(n+1)
K − U

(n−1)
K

2∆t

∣∣∣∣∣
2

−
K−1∑
k=0

∣∣∣δ+k P (n+1)
k

∣∣∣
2
∆x ≤ 0 (n ∈ N).

さらに, [7, Theorem 2.6]と同様にして, (11), (14)と補題 2.4 (部分和分公式)を用いると,上記スキー
ムは質量保存則 (8)の離散版に対応する,下記の性質も満たす:

性質 2.8 (離散質量保存則). (11)–(14)の解U (n) = {U (n)
k }Kk=0 ∈ RK+1 (n = 0, 1, . . .)は以下の等式を

満たす: n = 0, 1, . . .に対し,

Md(U
(n)) =



Md(U

(0)) (nが偶数),

Md(U
(1)) (nが奇数).

3 提案スキームの安定性
本節ではもし提案スキームが (数値)解をもつならば,その (数値)解が決して発散しないという意味
での安定性を提案スキームがもつことを示す.

定義 3.1. 任意の f = {fk}Kk=0 ∈ RK+1に対し, f の離散 L∞-ノルム ∥f∥L∞
d
を

∥f∥L∞
d

:= max
0≤k≤K

|fk|

によって定義する.

定義 3.2. 任意の f = {fk}Kk=0 ∈ RK+1に対し, f の離散 Dirichletセミノルム ∥Df∥を

∥Df∥ :=

√√√√K−1∑
k=0

|δ+k fk|2∆x

によって定義する. ただし, Df := {δ+k fk}
K−1
k=0 ∈ RK である.

補題 3.3. (11)–(14)の解U (n) ∈ RK+1 (n = 0, 1, . . .)の解は以下の不等式を満たす.

∥∥∥DU (n)
∥∥∥
2
≤ 4

γ

(
Jd

(
U (1),U (0)

)
+

r2L

4q

)
(n = 0, 1, . . .). (15)
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証明. 任意の n = 0, 1, . . .に対し,性質 2.7 (離散エネルギー散逸則)より,

Jd

(
U (1),U (0)

)
≥ Jd

(
U (n+1),U (n)

)

=

K−1∑
k=0

γ

2

∣∣∣δ+k U (n+1)
k

∣∣∣
2
+
∣∣∣δ+k U (n)

k

∣∣∣
2

2
∆x+

K∑
k=0

′′
{
q

4

(
U

(n+1)
k

)2(
U

(n)
k

)2
− r

2
U (n+1)U

(n)
k

}
∆x

≥ γ

2

K−1∑
k=0

∣∣∣δ+k U (n)
k

∣∣∣
2

2
∆x+

K∑
k=0

′′
{
q

4

(
U

(n+1)
k U

(n)
k

)2
− r

2
U (n+1)U

(n)
k

}
∆x. (16)

ここで, q > 0より,

q

4
X2 − r

2
X =

q

4

(
X2 − 2r

q
X

)
=

q

4

{(
X − r

q

)2

− r2

q2

}
=

q

4

(
X − r

q

)2

− r2

4q
≥ − r2

4q
. (17)

よって, (16), (17)より,

Jd

(
U (1),U (0)

)
≥ γ

4

K−1∑
k=0

∣∣∣δ+k U (n)
k

∣∣∣
2
∆x− r2

4q

K∑
k=0

′′∆x =
γ

4

∥∥∥DU (n)
∥∥∥
2
− r2L

4q
.

ゆえに, ∥∥∥DU (n)
∥∥∥
2
≤ 4

γ

(
Jd

(
U (1),U (0)

)
+

r2L

4q

)

となり,求める不等式が成立.

補題 3.4 (離散 Poincaré–Wirtinger不等式 [3, Lemma 3.3]). 任意の f = {fk}Kk=0 ∈ RK+1に対して,

∣∣∣∣∣fl −
1

L

K∑
k=0

′′fk∆x

∣∣∣∣∣
2

≤ L ∥Df∥2 (l = 0, . . . ,K).

補題 3.4を (15)に適用し,性質 2.8 (離散質量保存則)を用いると,以下を得る:

定理 3.5. (11)–(14)の解U (n) ∈ RK+1 (n = 0, 1, . . .)の解は以下の不等式を満たす:

C− − C0 ≤ U
(n)
k ≤ C+ + C0 (k = 0, . . . ,K, n = 0, 1, . . .).

ただし,

C0 := 2

√
L

γ

(
Jd

(
U (1),U (0)

)
+

r2L

4q

)
,

C+ :=
1

L
max

{
Md(U

(0)),Md(U
(1))

}
, C− :=

1

L
min

{
Md(U

(0)),Md(U
(1))

}
.
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4 提案スキームの可解性
本節では提案スキームの可解性 (解の存在と一意性)を示す. n ∈ Nとする. (14)より,

P
(n+1)
−1 = P

(n+1)
1 , P

(n+1)
K+1 = P

(n+1)
K−1 . (18)

次に (13)より,

U
(n+1)
−1 + U

(n−1)
−1 = U

(n+1)
1 + U

(n−1)
1 − 2∆x

∆t

(
U

(n+1)
0 − U

(n−1)
0

)
, (19)

U
(n+1)
K+1 + U

(n−1)
K+1 = U

(n+1)
K−1 + U

(n−1)
K−1 − 2∆x

∆t

(
U

(n+1)
K − U

(n−1)
K

)
. (20)

ここで, (18)–(20)を用いて, (11), (12)における k = −1,K + 1の項を消去すると以下を得る:

U
(n+1)
0 − U

(n−1)
0

2∆t
=

2

(∆x)2

(
P

(n+1)
1 − P

(n+1)
0

)
, (21)

U
(n+1)
k − U

(n−1)
k

2∆t
= δ

⟨2⟩
k P

(n+1)
k (k = 1, . . . ,K − 1), (22)

U
(n+1)
K − U

(n−1)
K

2∆t
=

2

(∆x)2

(
P

(n+1)
K−1 − P

(n+1)
K

)
, (23)

P
(n+1)
0 = − γ

(∆x)2

{(
U

(n+1)
1 +U

(n−1)
1

)
−
(
U

(n+1)
0 +U

(n−1)
0

)}
+

γ

∆t∆x

(
U

(n+1)
0 −U

(n−1)
0

)

+ q

(
U

(n+1)
0 + U

(n−1)
0

2

)(
U

(n)
0

)2
− rU

(n)
0 ,

(24)

P
(n+1)
k = −γδ

⟨2⟩
k

(
U

(n+1)
k + U

(n−1)
k

2

)
+ q

(
U

(n+1)
k + U

(n−1)
k

2

)(
U

(n)
k

)2
− rU

(n)
k (k = 1, . . . ,K − 1),

(25)

P
(n+1)
K = − γ

(∆x)2

{(
U

(n+1)
K−1 +U

(n−1)
K−1

)
−
(
U

(n+1)
K +U

(n−1)
K

)}
+

γ

∆t∆x

(
U

(n+1)
K −U

(n−1)
K

)

+ q

(
U

(n+1)
K + U

(n−1)
K

2

)(
U

(n)
K

)2
− rU

(n)
K ,

(26)

ここで, (24)–(26)を用いて, (21)–(23)におけるP
(n+1)
k を消去すると, (21)–(23)はU (n+1)を未知とする

K + 1元連立一次方程式となる. そこで,行列を用いてその連立一次方程式を以下のように表現する:

A
(
U (n)

)
U (n+1) = B

(
U (n)

)
U (n−1) + v

(
U (n)

)
(27)

ただし, A(U (n)), B(U (n))はU (n)に依存するK + 1次正方行列で,以下によって定義される:

A
(
U (n)

)
:= I + γ∆tD2D̃2 + q∆tD2C

(
U (n)

)
= I +∆tD2

{
γD̃2 + qC

(
U (n)

)}
,

B
(
U (n)

)
:= I − γ∆tD2D̂2 − q∆tD2C

(
U (n)

)
= I −∆tD2

{
γD̂2 + qC

(
U (n)

)}
.
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ここで, I はK + 1次単位行列であり, D2, D̃2, D̂2はそれぞれ以下で定義されるK + 1次正方行列:

D2 :=
1

(∆x)2




2 −2

−1 2 −1
. . . . . . . . .

−1 2 −1

−2 2




, D̃2 :=
1

(∆x)2




2 +
1

α
−2

−1 2 −1
. . . . . . . . .

−1 2 −1

−2 2 +
1

α




,

D̂2 :=
1

(∆x)2




2− 1

α
−2

−1 2 −1
. . . . . . . . .

−1 2 −1

−2 2− 1

α




.

ただし, α := ∆t/(2∆x). そして, C(U (n))はU (n)に依存するK + 1正方行列で,

C
(
U (n)

)
:= diag

0≤i≤K

(
U

(n)
i

)2
=




(
U

(n)
0

)2

(
U

(n)
1

)2

. . .(
U

(n)
K−1

)2

(
U

(n)
K

)2




と定義される. さらに, v(U (n))はU (n)に依存するK + 1次元ベクトルで以下によって定義される:

v
(
U (n)

)
:= −2r∆t




2

(∆x)2

(
U

(n)
1 − U

(n)
0

)

δ
⟨2⟩
k U

(n)
k

∣∣∣
k=1

...

δ
⟨2⟩
k U

(n)
k

∣∣∣
k=K−1

2

(∆x)2

(
U

(n)
K−1 − U

(n)
K

)




.

すなわち, 行列 A(U (n))が正則であれば, 連立一次方程式 (27)に解が一意的に存在し, 提案スキーム
(11)–(14)の可解性が示される. そこで, A(U (n))の正則性を示すため,以下の補題を用意する.

補題 4.1 ([7, Lemma A.1]). Aが半正定値対称行列, B が正定値対称行列ならば, AB の固有値は実数
で,すべて非負である.

上記補題を用いることで,提案スキームの解の存在を保証する以下の定理を得る.

定理 4.2. n = 0, 1, . . .に対し, A(U (n))は正則である. つまり,提案スキーム (11)–(14)に解が一意的に
存在する.
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証明. D2 と γD̃2 + qC(U (n))は対称行列ではないため, 直接補題 4.1を適用できない. そこで, [49,
Lemma 0.1.1]の証明の手順に従い, D2{γD̃2 + qC(U (n))}が, ある対称三重対角行列に相似であるこ
とを示す. 今, K + 1次正方行列 V を以下によって定義する:

V :=




1 √
2

. . . √
2

1




.

このとき, V の逆行列は

V −1 =




1
1√
2

. . .
1√
2

1




.

よって,

VM
(
U (n)

)
V −1 =




1 √
2

. . . √
2

1







(
U

(n)
0

)2
(
U

(n)
1

)2

. . .(
U

(n)
K−1

)2
(
U

(n)
K

)2







1
1√
2

. . .
1√
2

1




=




(
U

(n)
0

)2
√
2
(
U

(n)
1

)2

. . .
√
2
(
U

(n)
K−1

)2
(
U

(n)
K

)2







1
1√
2

. . .
1√
2

1




=




(
U

(n)
0

)2
(
U

(n)
1

)2

. . . (
U

(n)
K−1

)2
(
U

(n)
K

)2




= C
(
U (n)

)
.
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ここで, X := V D2V
−1, Y := V D̃2V

−1とおくと,

X
{
γY + qM

(
U (n)

)}
= V D2V

−1
{
γV D̃2V

−1 + qV M
(
U (n)

)
V −1

}

= V D2V
−1V

{
γD̃2 + qM

(
U (n)

)}
V −1

= V D2

{
γD̃2 + qM

(
U (n)

)}
V −1

となり, D2{γD̃2 + qC(U (n))}はX{γY + qC(U (n))}に相似である. ゆえに, D2{γD̃2 + qC(U (n))}と
X{γY + qC(U (n))}の固有値は一致する. そして, [7, Lemma A.2]より, X は半正定値対称行列, Y は
正定値対称行列である. さらに, U は半正定値対称行列である. 実際, x = (x1, x2, . . . , xK+1)

⊤ ∈ RK+1

とし, x ̸= 0とすると,

x⊤Ux =
(
U

(n)
0

)2
x21 +

(
U

(n)
1

)2
x22 + · · ·+

(
U

(n)
K−1

)2
x2K +

(
U

(n)
K

)2
x2K+1 ≥ 0

となり, U は半正定値対称行列. さらに, γ > 0, q > 0より,

x⊤
{
γY + qM

(
U (n)

)}
x = γx⊤Y x+ qx⊤M

(
U (n)

)
x > 0

であるので, γY + qC(U (n))は正定値対称行列. ゆえに,補題 4.1より, X{γY + qC(U (n))}の固有値
は実数で, すべて非負. すなわち, D2{γD̃2 + qC(U (n))}の固有値は実数で, すべて非負. したがって,
A(U (n)) = I +∆tD2{γD̃2 + qC(U (n))}の固有値はすべて正である. つまり, A(U (n))は正則.

5 数値例
本節では数値例を通じ,提案スキームの有効性を示す. 特に,これまでに構成した非線形の構造保存

スキーム [7](以後非線形スキームと呼ぶこととする)との比較を通じ,今回提案する線形の構造保存ス
キーム (以後線形スキームと呼ぶこととする)でも同等の数値解が得られること,並びに線形スキーム
の方が非線形スキームに比べて計算時間が速いこと,そして,線形スキームが散逸則や保存則を数値的
にも満たしていることを示す.

本数値例では,初期条件として以下を採用した:

u(x, 0) = u0(x) = 0.01 cos
(π
2
x
)
.

そして, 空間分割幅が∆x = 1/40となるように Lを L = 20と固定し, 空間分割数をK = 400とし
た. また, 時間分割幅を∆t = 1/50とし, 時間ステップ数 N を N = 20000とした. さらに, γ = 2.0,
q = r = 1.0と係数を固定した. ここで,注意 3でも述べた通り,線形スキーム (11)–(14)は初期値とし
てU (0)に加えてU (1)も必要となるが,本論文では, U (1)はこれまでに構成した非線形スキーム [7]に
よって決定することとする. 今,非線形スキームに対して成り立つ離散質量保存則 [7, Theorem 2.6]よ
り, Md(U

(1)) = Md(U
(0))であるので, 線形スキームに対して成り立つ離散質量保存則 (定理 2.8)を

以下のように書き直せることに注意:

Md(U
(n)) = Md(U

(0)) (n = 0, 1, . . .).
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図 1は線形スキーム,図 2は非線形スキームで求めた数値解の時間発展のグラフである.
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図 1: 今回提案する線形スキームの数値解
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図 2: 既存の非線形スキーム [7]の数値解

グラフから,線形スキームでも非線形スキームと同等の数値解が得られていることが見て取れる. こ
こで,非線形スキームの計算時間は約 1時間 22分 50秒であるが,線形スキームの計算時間は約 15分
10秒で,概ね 5倍程度計算時間が速いという結果を得た.

次に,図 3は線形スキーム,図 4は非線形スキームによって得られた離散エネルギーの時間発展のグ
ラフである. グラフから, 線形スキームでも非線形スキームと同様に離散エネルギーが時間とともに
減衰しており,数値的に離散エネルギー散逸則が再現できていることが見て取れる.
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図 3: 線形スキームによる離散エネルギー
Jd(U

(n+1),U (n))の時間発展
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図 4: 非線形スキームによる離散エネルギー
Jd(U

(n))(定義は [7]を見よ)の時間発展

ここで,性質 2.7 (離散エネルギー散逸則)より,以下の等式を得る:

Ed(U
(n),U (n−1))− Jd(U

(1),U (0)) = 0 (n ∈ N). (28)

ただし,

Ed(U
(n),U (n−1)) := Jd(U

(n),U (n−1)) +

n−1∑
l=1


γ

∣∣∣∣∣
U

(l+1)
0 − U

(l−1)
0

2∆t

∣∣∣∣∣
2

+ γ

∣∣∣∣∣
U

(l+1)
K − U

(l−1)
K

2∆t

∣∣∣∣∣
2

+

K−1∑
k=0

∣∣∣δ+k P (l+1)
k

∣∣∣
2
∆x

}
∆t (n ∈ N).
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注意 4. 上記の等式 (28)は,提案スキームが (8)のエネルギー等式を離散的に再現しているからこそ得
られる等式である.

図 5は線形スキームによって得られた不変量Ed(U
(n),U (n−1))− Jd(U

(1),U (0))((28)の左辺)の時
間発展のグラフである. なお,非線形スキームでも (28)と同種の等式が成立する (詳細は [7, Section 6]
を参照されたい). 図 6は非線形スキームによって得られた不変量の時間発展のグラフである. グラフ
から,線形スキームでは大きく見積もっても 10−10の精度で保存しており,非線形スキームでは 10−5

の精度で保存していることが読み取れ,この不変量 (すなわち,エネルギー等式)に関しては線形スキー
ムの方が精度が良いことが確認できる.
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図 5: 線形スキームによる不変量の時間発展

-1.2x10-6
-1x10-6
-8x10-7
-6x10-7
-4x10-7
-2x10-7

�0
�2x10-7

�0 �50 �100�150�200�250�300�350�400

In
va
ria
nt

t

図 6: 非線形スキームによる不変量の時間発展

最後に,図 7は線形スキーム,図 8は非線形スキームによって得られた離散質量の時間発展のグラフ
である. グラフから,線形スキームでも非線形スキームと同様に離散質量が保存されており,数値的に
離散質量保存則が再現できていることが確認できる. また,精度としては,線形スキームでは大きく見
積もっても 10−8の精度,非線形スキームでは 10−11の精度で保存していることが読み取れ,離散質量
に関しては非線形スキームの方が精度が良いことが見て取れる.
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図 7: 線形スキームによる離散質量Md(U
(n))

の時間発展

-8x10-12
-7x10-12
-6x10-12
-5x10-12
-4x10-12
-3x10-12
-2x10-12
-1x10-12

�0
�1x10-12

�0 �50 �100�150�200�250�300�350�400

M
as
s

t

図 8: 非線形スキームによる離散質量
Md(U

(n))の時間発展

以上より,期待される結果が得られており,エネルギー等式に関しては今回提案する線形スキーム,
質量保存則に関してはこれまでに構成した非線形スキームの方が精度が良いという結果を得た.
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6 まとめ
空間 1次元の動的境界条件下の Cahn–Hilliard方程式に対し,多段線形化を応用し,元の方程式がも

つ散逸則や保存則を離散的に再現する,線形の構造保存スキームを構成した. また,理論解析の結果と
して, 提案スキームの安定性, 可解性の結果を得た. そして, 数値例を通じ, 提案する線形スキームで
も,これまでに構成した非線形構造保存スキームと同等の数値解が得られていること,散逸則や保存則
を数値的にも再現していること,非線形スキームに比べ,計算時間が非常に速いことを確認し,提案ス
キームの有効性を示した.
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