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要旨

本稿は，実現 GARCHモデルによる VIX指数プライシングの Hansen et al.
［2022］の方法を日経ボラティリティ・インデックスのプライシングに適用

した石田［2022b］の実証分析を発展させる標本外パフォーマンス評価の結

果を報告するものである。主要な発見は次のとおりである：① プライシン

グ誤差低減を直接，目的関数（モデル推定の尤度関数）に含めるアプローチ

は標本内フィットの向上だけでなく，標本外のパフォーマンス向上効果も大

きい，② 日経平均株価リターン・データだけを用いて比較的短期間の移動

窓方式で EGARCHモデルを推定する場合，持続性のパラメータの推定値が

1に近い値となり，結果的に VIX理論値がオーバーシュートしてしまいパ

フォーマンスが悪くなることが多い，③ ボラティリティの日次実現測度を

モデルに取り込む実現 GARCHモデルもパフォーマンス向上に繋がる可能性

が高い，④ 純ボラティリティ・リスクプレミアム項を含むモデルは 近，

その重要性が低下しているように見えるが，以前は有効であった可能性があ

る。
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おわりに

はじめに

近年，株式市場や外国為替市場，国債市場の当面のボラティリティ（価格

変動性）に関する市場参加者予想の尺度として，関連する金融オプションの

市場価格からボラティリティを逆算するインプライド・ボラティリティの利

用が広まり，メディアの金融記事でも頻繁に参照されるようになってきてい

る。株式市場に関しては，米国 CBOE（シカゴ・オプション取引所）が算

出・公表する VIX指数（CBOE［2023］）が も有名であるが，これは，S&P

500指数オプション価格に基づく S&P500のインプライド・ボラティリティ

で，株価変動に関する警戒感が高まる時期に値が上昇する傾向があることか

ら「恐怖指数」の異名をとる。 近では，2020年の COVID-19パンデミック

の発生に伴い，VIX指数値がリーマン・ブラザーズ破綻後の金融危機時以来

の高水準まで急上昇し，市場参加者は相場の乱高下に身構え
（１）

た。日本株式市

場のボラティリティ指数としては，日本経済新聞社が VIXと同様な方法で

日経225オプション（大阪取引所に上場されている日経平均株価を対象とす

る株価指数オプション）の市場価格からリアルタイムで算出・公表する日経

ボラティリティ・インデックスがあり（以下，日経 VI。日本経済新聞社

［2021］），大阪取引所にはその先物が2012年以来上場されている。

各時点の VIXや日経 VI値は，それぞれが対象とする S&P500，日経平均

（１） COVID-19パンデミックと VIX指数の関係の実証研究としては，例えば，Aper-
gis et al.（2023）がある。
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株の翌 1ヵ月間の累積ボラティリティの期待値を計測するように設計されて

いる。ただし，この期待値は株価指数の現実の確率分布による期待値ではな

く，リスク中立確率測度に基づく期待値であ
（２）

る。

株価指数等のボラティリティは金融機関・資産運用会社や個人の資産運用

におけるリスク管理上重要な変数であるが，各資産のボラティリティは時間

と共に変動する。この時系列での変動特性を捉え，将来のボラティリティを

予測するための多くの統計モデルが提案されてきている。その一つのタイプ

として離散時間の GARCH型ボラティリティ・モデルがあ
（３）

る。GARCH型モ

デルは，統計的推論が比較的簡単で計算負荷も小さいためボラティリティ変

動過程のモデリングや将来のボラティリティ予測の目的で幅広く利用されて

おり，派生資産価格評価への応用についても，Duan［1995］の先駆的研究以

来，継続的に改良・拡張が重ねられている。

Hansen et al.［2022］（以下，HHTW）は，GARCH型モデルに日次実現測

度（資産価格の日中高頻度市場データから構築した日次ボラティリティの尺

度）を組み入れた実現 GARCHモデル（Hansen et al.［2012］, Hansen and Hu-

ang［2016］）を VIXプライシング（価格付け）に適用し，そのプライシン

グ誤差低減効果を報告している。ここでいうプライシングとは，S&P500が

特定の GARCH型モデルに従うと仮定し統計的に推定したパラメータ値が含

意する VIXの理論値を求めることで，プライシング誤差は VIX理論値と実

際に観測された VIX値との乖離を指す。VIXは翌 1ヵ月間の S&P500のリ

（２） 資産の将来のペイオフのリスク中立測度での期待値を安全資産利子率で割り引

いた値がその資産の現在の価格になる（リスク中立測度の定義）。資産価格の基本

定理によれば，一定の条件の下で，市場に裁定機会がないことと，リスク中立測度

が存在することは同値である（資産価格の基本定理の解説を含む資産価格付けの優

れた邦書としては例えば木島・田中（2007）がある）。

（３） GARCH型ボラティリティ・モデルの理論・応用の包括的サーベイとしては

Francq and Zakoian（2019）がある。

日経平均ボラティリティ・インデックスのプライシング
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ターン分散のリスク中立確率測度下での期待値（の平方根を年率化したも

の）なので，VIX理論値の計算には S&P500のボラティリティ変動のリスク

中立確率測度下でのモデルを推定することが必要になる。ただし，S&P500

指数オプションのプライシングの場合と異なり，VIX理論値は GARCH型モ

デルの下で解析的な解が簡単に得られる。前者においては複数日先のオプ

ション・ペイオフのリスク中立期待値を求める必要があるが，後者は（多数

のオプション価格を複雑に組み合わせて算出するものであるにもかかわら

ず）理論的には複数日分の日次条件付きリスク中立分散を足し合わせたもの

だからである。HHTWは現実の確率測度下，及び，リスク中立確率測度下

の 2組の GARCH型モデルのパラメータの推定には 尤法，もしくは， 尤

法とプライシング誤差 小化を組み合わせた方法を用いている。石田

［2022b］は HHTWの方法を日経平均と日経 VIデータに適用し，日経 VIプ

ライシングの標本内パフォーマンスにおいて，実現 GARCHモデルがそれに

対応する EGARCHモデル（実現測度は組み入れられていない）を上回るこ

と，また，VIXプライシング誤差の 小化をパラメータ推定の目的関数に含

めた場合のプライシング・パフォーマンスはそうでない場合よりも大きく改

善することを報告した。ただし，後者の場合，標本内の評価ではパフォーマ

ンスが向上するのは当然予想されることであり，オーバーフィットの可能性

もある。そこで，本稿では，石田［2022b］の補完的実証分析として，GARCH

型モデルの日経 VIプライシングの標本外パフォーマンス評価を行った結果

を報告する。

Ⅰ HHTWのボラティリティ指数プライシングの方法

以下，HHTWのボラティリティ指数プライシングの方法の概略を説明す

るが，ここでは HHTWが分析対象とした S&P500株価指数及び VIXをそれ

ぞれ日経平均と日経 VIに置き換えている。本稿は石田［2022b］の実証分
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析の追加分析（標本外パフォーマンス評価）であり，下記の説明はそこでの

HHTWの方法の説明を更に簡素化したレビューである。より詳しくは

HHTW，もしくは，石田［2022a, 2022b］を参照されたい。

1 日次リターンとボラティリティ変動のモデル

・日経平均株価の日次対数％リターンのモデル：

Rt≡r+ëht-
1
2
ht+�ht zt （ 1 ）

ここで，Rtは第 t日の日次リターン（配当調整済み終値ベース），htは t-1

時点で利用可能な情報で条件付けた Rtの条件付分散，rはリスクフリー・

レート，ëはエクイティ・リスクプレミアムである。

・リターンの条件付分散 htのモデル：

lnht+1=ù+â lnht+ô1zt+ô2(zt2-1)+ãóut, ( 2 ）

lnxt=ê+ö lnht+ä1zt+ä2(zt2-1)+óut （ 3 ）

ここで，xtは第 t日の日次実現測度である。（ 1）�（ 3 ）を実現 GARCHモデ

ルと呼ぶ。(ù, â, ô1, ô2, ã, ó, ê, ö, ä1, ä2) は未知パラメータ (|â |<1, ó>0) で

ある。リターン・ショック {zt} に加えて純ボラティリティ・ショック {ut}

が条件付分散を駆動する。両者は互いに独立かつそれぞれ i.i.d. �(0, 1) と

仮定する。本モデルには，① リターン・ショックのみに駆動される他の

GARCH型モデルと比較してボラティリティ変動過程のモデリングの柔軟性

が高まる，② 実現測度（ もベーシックなものは日中 5分間リターン 2乗

和等）がボラティリティに関して持つ付加的情報を取り込むことができる，

③ 確率ボラティリティ・モデルと呼ばれるクラスのモデルより統計分析の

計算負荷が低い等の利点がある。

・リスク中立確率測度�下のモデル

リスク中立確率測度（�と記す）の下で（ 1）～（ 3）はそれぞれ（ 4 ）～（ 6 ）に

日経平均ボラティリティ・インデックスのプライシング
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変換されると仮定する：

Rt=r-
1
2
ht+�ht zt�, （ 4 ）

lnht+1=ù~+âlnht+ô~1zt�+ô2(zt�2-1)+ãóut�, （ 5 ）

lnxt=ê~+ölnht+ä~1zt�+ä2(zt�2-1)+óut� （ 6 ）

ここで，zt�≡zt+ë, ut�≡ut+î（�の下では {zt�}～i.i.d. �(0, 1), {ut�}～i.i.d.

�(0, 1)，かつ，互いに独立），ù~≡ù-ô1ë+ô2ë2-ãóî, ô~1≡ô1-2ô2ë, ê~≡ê-ä1

ë+ä2ë2-óî, ä~1≡ä1-2ä2ë。ã=0 の場合は î=0 となり，条件付分散がリター

ン・ショックのみに駆動される EGARCHモデルに単純化される（ただし，

通常用いられる EGARCHモデルとは若干異なる）。エクイティ・プレミア

ム ëは日次超過リターン系列のデータのみからでも統計的に推定できるが，

îは日次リターンと実現測度とだけからは識別不能なので，日経平均 VIの

データも併用して推定する（VIプライシング誤差 小化も目的関数に含め

る）。�の下での上記モデルの導出については HHWTとその引用論文を参

照されたい。

2 VIX理論値

式（ 1）～（ 6）の下で，翌30日間の日経平均株価リターンの�の下での条件

付期待値は，

VI tmodel=�
244
20
∑k=1

20 Et�[ht+k]=�
244
20
{ht+1+∑k=2

20 (∏i=0
k-2Fi)ht+1â

k-1

}（ 7 ）

となる。ここで，Fi≡(1-2âiô2)-1/2 expâi(ù~-ô2)+ 12 â2i ô~1
1-2âiô2

+ã2ó 2,
Et�[・] は�の下での t時点の情報での条件付期待値を表す。VI tmodelは，まさ

に，日経 VIが計測しようとするターゲットである。月間ボラティリティの

計測，及び，年率化には平均月間取引日数，平均年間取引日数の20，244を

用いている（端数は四捨五入）。よって，この VI tmodelが GARCH型モデルの
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含意する日経 VI理論値となり，各日のプライシング誤差は，

et=VI tmodel-VIt （ 8 ）

となる（VItは日経 VIの第 t日終値）。

3 未知パラメータ推定

本稿では，モデル（ 1）～（ 6）の未知パラメータの推定には次の尤度関数

LLによる 尤法を用いる：

LL=LLR+LLx+LLVI （ 9 ）

LLR=-
T
2
ln2ð-

1
2
∑t=1

T (lnht+zt2) （10）

LLx=-
T
2
(ln2ð+lnó2)-

1
2
∑t=1

T çt2 （11）

LLVI=-
T
2
(ln2ð+lnó VI2 )-

1
2
∑t=1

T et2

ó 2VI
（12）

ここで，zt=
Rt-r
�ht

-ë+
1
2 �
ht , çt=(lnxt-ê-ö lnht-ä1 zt-ä2(zt2-1))/ó

である。式（12）の背後には et～i.i.d. �(0, ó VI2 ) の仮定がある。なお， 大化

の 1次条件から óVI2 の推定量はプライシング誤差の標本分散となる。用いる

データやモデルの制約に合わせて，LLではなく，LLR+LLx, LLR+LLVI,,

LLR を 大化する尤度関数として用いる。

4 日経 VIプライシングの標本外パフォーマンス

石田［2022b］では全標本期間のデータを用いていくつかのモデルをそれ

ぞれ 1回のみ推定し，標本内のプライシング誤差を評価したが，本稿の目的

は標本外のパフォーマンス評価である。ここではそのために，HHTWに従

い，長さ750日固定で 1 日ずつ移動していく移動窓の方法を採用した。 初

の窓，2012年 2 月27日から2015年 3 月18日までのデータによりモデルを推定

日経平均ボラティリティ・インデックスのプライシング
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し，モデルが含意する日経 VI理論値 VI tmodel, t=2015年 3 月18日（VI tmodelは

2015年 3 月18日から約 1ヵ月のボラティリティ予測値）を 3月18日の日経 VI

終値にあててプライシング誤差を計算する作業を 1日ずつ推定窓を移動させ

ながら繰り返していき，プライシング誤差の時系列を得
（４）

た。評価はバイアス

（プライシング誤差の平均），RMSE（平均平方根誤差），MAE（平均絶対誤

差）の比較，及び，Diebold-Mariano予測精度検定（以下 DM検定。Diebold

and Mariano［1995］）により行った。DM検定は「 2つのモデルの予測の損

失の期待値に差はない」という帰無仮説を検定するもので，本稿では HHTW

同様に損失を誤差 2乗，及び，絶対値としその期待値をプライシング誤差の

RMSEとMSEにより推定した。モデルのペアによっては一方が他方の入れ

子（nested）になっているが，移動窓方式なので問題はないと考えられる

（Giacomini and White［2006］参照）。

Ⅱ データ

実証分析に用いた標本期間は石田［2022b］と同様に，2012年 2 月27日か

ら2022年 5 月31日とし，日経平均株価と日経 VIの日次終値は Nikkei NEEDS

Financial Questより得た。その他も石田［2022b］と同様に，配当利回り年

2％とし日次換算した値を日経平均日次終値対数差分に加えたものを日経平

均リターン，リスクフリー・レートは 0 ％とし，実現測度としては Oxford-

Mann Institute of Quantitative Finance の Realized Library収録の実現カーネ

ルを，モデルの推定には Rの 尤推定パッケージmaxLik（Toomet et al.

［2022］）の関数maxLikを用いた。

（４） 標本外予測と呼んでいるが，各窓の予測ターゲット（750日目の日経 VI値）は

窓の終点においては既知であり，更に，モデル／推定方法によっては各移動窓の750

日目のプライシング誤差もパラメータ推定に使っているので，厳密には標本外とも

予測とも言えない。

36



Ⅲ VIプライシングの標本外パフォーマンス評価

石田（2022b）と同様に，下記の 5 つのモデル／推定方法の組合せの日経

VIプライシングのパフォーマンスを比較し，結果を全期間，前期，後期に

分けて表にまとめた。

・EG (R)： EGARCH, ã=0, î=0, 尤度関数 LLR

・EG (R, VI)： EGARCH, ã=0, î=0, 尤度関数 LLR+LLVI

・RG (R, x)： 実現 GARCH, î=0, 尤度関数 LLR+LLx

・RG (R, x, VI)： 実現 GARCH, î=0, 尤度関数 LLR+LLx+LLVI

・RG2 (R, x, VI)：実現 GARCH, 尤度関数 LLR+LLx+LLVI

標本内評価の場合と比較してバイアス，MAE, RMSEはどのモデルも増加

したが，モデル間での序列や大小関係の大まか傾向には変化はなかった。プ

ライシング誤差 小化を尤度関数に含めた（LLxを含めた）場合のプラシン

グ精度向上効果は標本外評価でも全般的に大きく，これが単なる標本内での

オーバーフィットではなく，少なくとも VIプライシング目的においては有

効な方法である可能性が高いことが認められた。

EG (R)，つまり，プライシング誤差 小化を尤度関数に含めない（LLx

を含めない）EGARCHモデルの対標本内評価でのパフォーマンス悪化が顕

著であったが，原因としては，前期に持続性パラメータ âの推定値が定常

性条件の上限に張り付く窓が多く（推定においては上限を0.99999とした），

含意する VI理論値が極端に大きな値になっていたことが考えられる。特に，

Brexitのニュースを受けて2016年 6 月24日の日経平均株価は前日比 8％を超

える下落となり，EG (R) による VI理論値は翌取引日の 6月28日には前日

比100を超える異常な値となった。同日の VI終値は40.71であり，非常に高

い値ではあるが，Brexitの国民投票の結果が出る前から高域で推移しており，

6月24日，28日ともそこまで極端なジャンプをしたわけではなかった。EG

日経平均ボラティリティ・インデックスのプライシング
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(R) による VI理論値の VI観測値からの大幅な上方乖離はその後も長期間

継続し（図の左上パネルの EG (R) による VI理論値と VI実現値のプロッ

ト参照），バイアス，RMSEも大きな値となった。

EG (R) と RG (R, x) の比較では，後者のバイアス，RMSE, MAEがそれ

ぞれ大幅に改善しているが，これは前者の â�≈1 の問題が後者において緩和

されたことによる可能性が考えられる。

表：VIプライシングの標本外パフォーマンス比較

モデル RG2 (R, x, VI) RG (R, x, VI) RG (R, x) EG (R, VI) EG (R)

全期間：2015年 3 月18日～2022年 5 月31日

バイアス 0.151 0.166 3.767 0.152 7.029

RMSE 3.064 3.064 6.371 3.487 10.168

DM (RMSE)
�0.276
（0.783）

23.858

（0.000）
6.197

（0.000）
18.998

（0.000）

MAE 2.301 2.297 5.028 2.602 8.118

DM (MAE)
�1.969

（0.049）

30.666

（0.000）

6.900

（0.000）

38.717

（0.000）

前期：2015年 3 月18日～2018年10月15日

バイアス 0.753 0.765 6.152 0.860 9.445

RMSE 2.746 2.764 7.544 3.127 12.525

DM (RMSE)
4.106

（0.000）

25.501

（0.000）

5.593

（0.000）

17.172

（0.000）

MAE 2.172 2.179 6.533 2.435 10.039

DM (MAE)
2.587

（0.010）

34.939

（0.000）

5.047

（0.000）

31.642

（0.000）

後期：2018年10月16日～2022年 5 月31日

バイアス �0.452 �0.433 1.383 �0.556 4.614

RMSE 3.353 3.336 4.926 3.813 7.066

DM
�4.603

（0.000）

8.511

（0.000）

4.213

（0.000）

18.640

（0.000）

MAE 2.430 2.415 3.523 2.769 6.198

DM
�5.533

（0.000）

1.094

（0.000）

5.398

（0.000）

29.825

（0.000）

DMは RG2 (R, x, VI) をベンチマークとする Diebold-Mariano検定統計量。予測精度が等し

いという帰無仮説の下では漸近的に標準正規分布に従う。括弧内は p値。
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EG (R, VI) と RG (R, x, VI) の比較では，後者の RMSE, MAEが小さく

なっており実現 GARCHモデルの有効性が確かめられた。通期では EG (R,

VI) の方がバイアスは若干小さくなっているが，EG (R, VI) では前期の正

の方向の大きなバイアスが後期の負の方向の大きなバイアスに打ち消されて

いるためで，前期・後期別々に見ると RG (R, x, VI) の方がバイアスは小さ

い。RG (R, x, VI) をベンチマークとする DM検定では， 2種のどちらの損

失タイプの検定でも「両者のパフォーマンスは同じ」という帰無仮説は強く

図：VI実現値と GARCH型モデルによる理論値

太線は VI実現値，破線は各モデルによる理論値。
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棄却される（表には載せていないが，DM統計値は誤差 2乗ベースで6.33，

誤差絶対値ベースで7.45），実現 GARCHモデル RG (R, x, VI) の優位性が

示された。

フルモデル RG2 (R, x, VI) と RG (R, x, VI) はどちらも実現 GARCHモ

デルでかつモデル推定においてプライシング誤差縮小も考慮するアプローチ

であるが，前者は純ボラティリティ・リスクプレミアムのパラメータ îが含

まれる点が異なる。HHTWは VIXの実証研究においてこの純ボラティリ

ティ・リスクプレミアムのパラメータ îの重要性について報告したが，石田

［2022b］は標本内での日経平均ボラティリティ・モデルのフィットや日経

VIプライシングの標本内パフォーマンス改善にはあまり貢献しないことを

報告した。本稿の標本外評価でもバイアス，RMSE, MAEについては両者に

大差はないことが分かった（通期では DM検定でも両者の精度は同じとい

う仮説を棄却できなかった）。しかし，DM検定（RG2 (R, x, VI) がベンチ

マーク）では前期は RG2 (R, x, VI) が強く優位，後期は RG (R, x, VI) (î

=0) が強く優位という結果になった（石田［2022b］の COVID-19感染拡大

前の2019年までは日経 VIプライシングにおいて îの役割が重要であったと

の指摘とも整合的である）。

おわりに

本稿では，実現 GARCHモデルによる VIX指数プライシングの HHTWの

方法を日経平均ボラティリティ・インデックスのプライシングに適用した石

田［2022b］の実証分析を発展させる標本外パフォーマンス評価の結果を報

告した。主要な発見は次のとおりであった：① プライシング誤差低減を直

接，目的関数（モデル推定の尤度関数）に含めるアプローチは標本内フィッ

トの向上だけでなく，標本外のパフォーマンス向上効果も大きい，② 日経

平均株価リターン・データだけを用いて比較的短期間の移動窓方式で
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EGARCHモデルを推定する場合，持続性のパラメータの推定値が 1に近い

値となり，結果的に VIX理論値がオーバーシュートしてしまうことが多い，

③ ボラティリティの日次実現測度をモデルに取り込む実現 GARCHモデル

もパフォーマンス向上に繋がる可能性が高い，④ 純ボラティリティ・リス

クプレミアム項を含むモデルは 近，その重要性が低下しているように見え

るが，以前は有効であった可能性がある。
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